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รหัส 3000-1525   วชิา แคลคูลสั 1 
ค ำส่ัง     จงศึกษำตัวอย่ำงและสร้ำงแบบฝึกหัดเลยีนแบบตัวอย่ำงด้วยลำยมอื 
               ตัวอย่ำงละ 2 ข้อ รวมทั้งหมดให้ได้ 100ข้อ ส่งครูติ๊ดในสัปดำห์สุดท้ำย 
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
การหาค่าของฟังก์ชัน 

ตัวอย่างท่ี 1 ก ำหนดให้ f(x)   =   
x

x 13 
  จงหำ  f(5) -  f(2) 

  วธีิท า f(x)   =   
x

x 3 1
 

  f(5)   =   
5
153 

       =   
5
124

 

  f(2)   =   
2
123 

        =    
2
7

 

      f(5) -  f(2)       =    
2
7

5
124

     =   
10
213

  ตอบ 

ตัวอย่างที ่2 ก ำหนดให้  f(x)   =   32 x   จงหำ  f(-2)  f(2) 

 วธีิท า f(x)   =   32 x  

 f(-2)  =     32 2        =   34      =   1  

f(2)   =   322   =   34  =   1  
 f(-2)  f(2)      =   1 . 1   =   1  ตอบ 

การหาค่าลมิิตของฟังก์ชัน 

ตัวอย่างที ่3 lim
(5 9 )

1
x

x



 =? 

 วธีิท า lim
(5 9 )

1
x

x



     5 9(1) 4        ตอบ 

ตัวอย่างที ่4 2
lim

( 7)
3

x x
x

 


 =  ? 

 วธีิท า  2 2
lim

( 7) 3 3 7
3

x x
x

    


 = -1      ตอบ 

ตัวอย่างที ่5 lim
(3 10)

1
x

x



 = ? 

วธีิท ำ  lim
(3 10) 3( 1) 10

1
x

x
   


                           

                                3 10 7              ตอบ 
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ตัวอย่างที ่6  
lim

( 5)(3 4)
5

x x
x

 


   = ? 

 วธีิท ำ     
lim

( 5)(3 4) (5 5)(3(5) 4)
5

x x
x

    


 

              (10)(11)  

              110               ตอบ 

ตัวอย่างที ่7
2

2

lim 5 3

2 1

x

x x



  
=? 

 วธีิท ำ   
2 2

2 2

lim 5 3 5(2 ) 3

2 3 ( 2) 3

x

x x

 


    
 

                   
20 3 17

4 3 3


  
 

     ตอบ 

ตัวอย่างที ่8  2
lim

4 ?
2

x x
x

 


 

 วธีิท ำ     2 2
lim

4 2 4 2 4 8 4
2

x x
x

      
     ตอบ 

ตัวอย่างที ่9  3 2
lim

2 3 4 ?
1

x x x
x

   


 

 วธีิท ำ         
3 23 2

lim
2 3 4 1 2 1 3 1 4

1
x x x

x
         


 

                                                1 2 3 4 0          ตอบ 

ตัวอย่างที ่10  

 

2

3

lim 3 1
?

1 1

x

x x




 
 

 วธีิท ำ   

 

  
 

22

3 3

3 1 1lim 3 1 4 1

1 8 21 1 1

x

x x


  

  
     ตอบ 

ตัวอย่างที ่11 lim 3 3
?

0 3 3

x x

x xx





 
 

  
 

            วธีิท า  
0 0

0 0

lim 3 3 3 3 1 1 0
0

0 3 3 3 3 1 1 2

x x

x xx





   
    

    
   ตอบ 

ตัวอย่างที ่12 lim 2 3

4 5

x

x x



 
 =? 

           วธีิท า lim 2 3

4 5

x

x x



 
  =

2 3
lim

4 5

x

x x
xx

x x





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    =
3

2lim

5
4

x

x

x






 

    =

lim lim 3
2

lim lim 5
4

x x x

x x x


 


 

 

   = 2 0

4 0




  = 2

4
= 1

2
 ตอบ 

 

ตัวอย่างที ่13
2

2

lim 7 2
?

3 10 100

x

x x x




  
 

วธีิท า

2

2 2 2

22

2 2 2

7 2
lim lim7 2

3 10 1003 10 100

x

x x x

x xx xx x

x x x





  

 

 

          
2

2

2
7lim

10 100
3

x

x

x x






 

 

         7 0 7

3 0 0 3


 

 
             ตอบ 

     

ตัวอย่างที ่14 
3

2

lim 2

1

x

x x


 
  =

3

3

2

3 3

2
lim

1

x

x

xx

x x






 

    =
3

lim 2

1 1x

x x




 

    =
3

lim 2

lim lim1 1

x

x x x x




 

 

   = 2

0 0
  = 2

0
    ตอบ 
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ตัวอย่างที ่15        
2

lim 3
?

4x x


 
 

วธีิท ำ   
2

22

2 2

3
lim lim3

44

x

xx xx

x x


 



 

       
2

2

3
lim

4
1

x

x

x






 

    0 0
0

1 0 1
  


           ตอบ 

ความต่อเน่ืองของฟังก์ชัน 
ตัวอย่างที ่16   จงพิจำรณำวำ่ฟังกช์นั  2( ) 2 1f x x x    มีควำมต่อเน่ืองท่ีจุด 2x     หรือไม่ 
วธีิท า     2( ) 2 1f x x x    
 หำค่ำ   ( 2)f    
           2(2) 2( 2) ( 2) 1 8 2 1 11f           

 หำค่ำ  lim
( )

2
f x

x 
 

           2
lim lim

( ) (2 1)
2 2

f x x x
x x

  
 

 

                                     

22( 2) (2) 1

8 2 1

11

   

  



                 

  จะเห็นว่า   lim
( ) ( 2) 11

2
f x f

x
  


 

 ดงันั้น  ( )f x  มีควำมต่อเน่ืองท่ีจุด 2x    เพรำะมีสมบติัครบทั้งสำมขอ้ ตอบ 
การหาค่าของอนุพนัธ์ของฟังก์ชัน 
ตัวอย่างที ่17           ถ้า y = 10  จงหำค่ำอนุพนัธ์ของ y 
 วธีิท า            y   =  10   

  
dx
dy

   =  
dx

d10
         =   0  ตอบ 

 ตัวอย่างที ่18   ถำ้  y   =   -2x      

                               
dx
dy

   =   
dx
d

-2x   =   -2
dx
d

x   =  -2   ตอบ 

  ตัวอย่างที ่19             ถำ้  y   =  x 6  

                                   
dx
dy

   =      
dx
d x 6       =   5656166 x

dx

dx
xx 

dx
dx       ตอบ 
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     ตัวอย่างที ่20      ถำ้   y   =   10754 23  xxx  

   
dx
dy

  =   
dx
d  10754 23  xxx  

 =   
   

dx
d

dx
xd

dx
xd

dx
xd 10754 23

  

=   0754
23


dx

dx
dx

dx
 

=   72524 1213 













 

dx
dx

x
dx
dx

x  

 
dx
dy

    =   71012 2  xx    ตอบ 

ตัวอย่างที ่21      ถา้ 5 4 25 10 6y x x x    จงหา y  

วธีิท ำ  จาก 5 4 25 10 6y x x x     

จะได ้ 5 4 2( 5 10 6)
dy d

x x x
dx dx

     

   5 4 2 (6)
( ) 5 ( ) 10 ( )

d d d d
x x x

dx dx dx dx
     

   5 1 4 1 2 15 5(4) 10(2) 0x x x        

   4 35 20 20x x x    

 3 25 ( 4 4)
dy

x x x
dx

          ตอบ 

ตัวอย่างที ่22      ถา้
1 3 1

2 2 23 2y x x x


     จงหา  dy

dx
 

วธีิท ำ  จาก  
1 3 1

2 2 23 2y x x x


    

จะได ้    
1 3 1

2 2 2(3 2 )
dy d

x x x
dx dx



    

        
1 3 1

2 2 23 ( ) ( ) 2 ( )
d d d

x x x
dx dx dx



      

         
1 1 3

2 2 2
1 3 1

3( ) 2( )
2 2 2

x x x
 


      

         
1 1 3

2 2 2
3 3

2 2
x x x
 

    

3

2

3 3 1

22

dy x

dx x
x

          ตอบ 
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ตัวอย่างที ่23      ถา้ 2 2y x x    จงหา y  

วธีิท ำ  จาก 2 2y x x   

 หรือ
1 1

2 2(2 ) 2y x x   

จะได ้ 
1 1

2 2(2 ) 2
dy d

x x
dx dx

 
  

 
 

            
1 1

2 2(2 ) 2 ( )
d d

x x
dx dx

     

            
1 1

2 2
1 1

(2 ) (2 ) 2( )
2 2

d
x x x

dx

 

     

            
1 1

2 2
1

(2 ) 2
2

dx
x x

dx

 

    

            
1 1

2 2(2 ) (1)x x
 

    
1 1

2x x
   

 
1 2

2

dy

dx x


               ตอบ 

ตัวอย่างที ่24     ถา้ 6(1 5 )y x  จงหา y  

วธีิท ำ  จาก 6(1 5 )y x   

จะได ้ 6(1 5 )
dy d

x
dx dx

   

            56(1 5 ) (1 5 )
d

x x
dx

       

            
 5
1

6(1 5 ) 5
d dx

x
dx dx

 
   

 
   

             56(1 5 ) (0 5(1))x      

            56( 5)(1 5 )x    

 530(1 5 )
dy

x
dx

           ตอบ 

ตัวอย่างที ่25      ถา้ 23 4y x x   จงหา y  

วธีิท ำ  จาก
1

2 2 23 4 (3 4 )y x x x x       

จะได ้ 
1

2 2(3 4 )
dy d

x x
dx dx

    

              
1

2 22
1

(3 4 ) (3 4 )
2

d
x x x x

dx



        

              
1 2

2 2
1 (3) ( )

(3 4 ) 4
2

d dx d x
x x

dx dx dx

  
     

 
  

             
1

2 2
1

(3 4 ) (0 4(1) 2 )
2

x x x


        
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1

2 2
1

(3 4 ) (4 2 )
2

x x x


     

               
1

2 2
1

2(2 )(3 4 )
2

x x x


     

              
1 2

2 2

2 2 2

3 4(3 4 )

x x x

yx xx x

  
  

  

 

 
2dy x

dx y


         ตอบ 

ตัวอย่างที ่26      ถา้  3 2

2 3

r

r






  จงหา  d

dr


 

วธีิท ำ  จาก 3 2

2 3

r

r






 

จะได ้ 3 2

2 3

d d r

dr dr r

  
   

 

          
2

(2 3) (3 2) (3 2) (2 3)

(2 3)

d d
r r r r

dr dr

r

    




   

          
2

(2) 3
(2 3) 3 (3 2) 2

(2 3)

dr d dr d
r r

dr dr dr dr

r

   
       

   


   

          
2

(2 3)(3(1) 0) (3 2)(2(1) 0)

(2 3)

r r

r

    



   

          
2

3(2 3) 2(3 2)

(2 3)

r r

r

  



 

          
2 2

6 9 6 4 5

(2 3) (2 3)

r r

r r

  
 

 
 

 
2

5

(2 3)

d

dr r





       ตอบ 

ตัวอย่างที ่27      ก าหนดให้ 2 2 3 3( 4) (2 1)y x x   จงหา y  

วธีิท ำ  จาก  2 2 3 3( 4) (2 1)y x x    

 2 2 3 3( 4) (2 1)
dy d

x x
dx dx

       

      2 2 3 3 3 3 2 2( 4) (2 1) (2 1) ( 4)
d d

x x x x
dx dx

         

      2 2 3 2 3 3 3 2 2( 4) 3(2 1) (2 1) (2 1) 2( 4) 4
d d

x x x x x x
dx dx

           

      
3

2 2 3 2 3 3 2( ) (1)
3( 4) (2 1) 2 (2 1) 2( 4)

d x d
x x x x

dx dx

 
       

 

2( ) (4)d x d

dx dx

 
 

 
   

      2 2 3 2 2 3 3 23( 4) (2 1) (6 0) 2(2 1) ( 4)(2 0)x x x x x x           

                   2 2 2 3 2 3 3 218 ( 4) (2 1) 4 (2 1) ( 4)x x x x x x       
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                    2 3 2 2 32 ( 4)(2 1) 9 ( 4) 2(2 1)x x x x x x       

                  2 3 2 3 32 ( 4)(2 1) (9 36 4 2)x x x x x x        

            2 3 2 32 ( 4)(2 1) (13 36 2)y x x x x x          ตอบ 

ตัวอย่างที ่28      3( ) 4 1f x x x     จงหา  ( 1)f    

วธีิท ำ  ตอ้งการหาค่า  ( 1)f    จาก  3( ) 4 1f x x x    

 เพราะวา่    3( ) ( 4 1)
d

f x x x
dx

     

                  3 (1)
( )4

d dx d
x

dx dx dx
      

                                 23 4(1) 0x      

    2( ) 3 4f x x    

แทนค่า  1x     ลงใน  ( )f x   จะได ้ 2( 1) 3( 1) 4 3 4 1f            ตอบ 

ตัวอย่างที ่29      ถา้
3

2 6
( )f t

t t
    จงหา ( )f t  

วธีิท ำ  จาก
11

32

3

2 6
( ) 2 6f t t t

t t



     

จะได ้ 
11

32( ) 2 6
d

f t t t
dt

 
   

 
 

  
11

322 ( ) 6 ( )
d d

t t
dt dt



   

  
43

32
1 1

2( ) 6( )
2 3

t t


 
     

  
43

32 2t t


    

  
21

2 32( 2 )t t t    

 

21

32

2

( 2 )
( )

t t
f t

t

 
         ตอบ 

ตัวอย่างที ่30      ก าหนดให้ 
5

1

x
y

x

 
   

  จงหา  y  

วธีิท ำ  จาก    
5

1

x
y

x

 
   

 

จะได ้    
5

1

dy d x

dx dx x

 
   

 

            
4

5
1 1

x d x

x dx x

   
        
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4

2

(1 ) (1 )

5
1 (1 )

dx d
x x x

x dx dx

x x

 
    

       
 

   

             

                   
4

4 2

(1)
(1 )(1)

5

(1 ) (1 )

d dx
x x

x dx dx

x x

  
        

  
  

   

           
4

4 2

5 (1 ) (0 1)

(1 ) (1 )

x x x

x x

   
  

  
   

           
4

4 2

5 1

(1 ) (1 )

x x x

x x

  
  

  
 

 
4

6

5

(1 )

dy x

dx x
 


       ตอบ 

ตัวอย่างที ่31      ถา้     
4 3

2 33 2 5y x x    จงหา y  

วธีิท ำ จาก    
4 3

2 33 2 5y x x    

 จะได ้  

  

   

       

       

       

        

     

     

4 3
2 3

4 3 3 4
2 3 3 2

4 2 3 3
2 3 2 3 2

4 2 3 3
2 2 3 3 2

3 2
2 3 2 3

3 2
2 3 3 3

3 2
2 3 3

3 2 5

3 2 5 2 5 3

3 3 2 5 6 2 5 4 3 2

18 3 2 5 8 2 5 3

2 3 2 5 9 3 4 2 5

2 3 2 5 18 27 8 20

2 3 2 5 26 27 20

d
y x x

dx

d d
x x x x

dx dx

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

   

     

     

     

     

     

    

 

 

ตัวอย่างที ่32      ถา้    
4

33 1f x x x    

วธีิท ำ จาก    
4

33 1f x x x    จะได ้

  

   

   

  

4
3

3
3 2

3
2 3

3 1

4 3 1 3 3

12 1 3 1

d
f x x x

dx

x x x

x x x

   

   

   

 

 

ต

อบ 

ต
อบ 
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ตัวอย่างที ่33      ถา้
4

3

3

1

2 1

x
y

x

 
  

 
จงหา y  

วธีิท ำ   จาก 
4

3

3

1

2 1

x
y

x

 
  

 
 

 จะได ้   
4

3

3

1

2 1

d x
y

dx x

 
   

 
 

  
3

3 3

3 3

1 1
4

2 1 2 1

x d x

x dx x

    
   

    
 

  
   

 

3 3 2 3 23

23 3

2 1 3 1 61
4

2 1 2 1

x x x xx

x x

   
  

  
 

                 

                   
 

3
3 5 2 5 2

33 3

1 6 3 6 6
4

2 1 2 1

x x x x x

x x

 
     

   
    

   

 

 

3
2 3

6
3

36 1

2 1

x x

x





      ตอบ 

ตัวอย่างที ่34      ถา้
2

2

2

3

t
s

t





  จงหา  s t  

วธีิท ำ   จาก 
2

2

2

3

t
s

t





 

 จะได ้
2

2

2

3

ds d t

dt dt t

 
  

 
 

  
       

 

2 2 2 2

2
2

3 2 2 3

3

d d
t t t t

dt dt

t

    




 

  
   

 

2 2

2
2

2 3 2 2

3

t t t t

t

  



 

  
 

3 3

2
2

6 2 2 4

3

t t t t

t

  



 

  
 

2
2

10

3

t

t



       ตอบ 

   ตัวอย่างที ่35     ถำ้   y   =  (4x)(x + 1)   

                            
dx
dy

       =   
dx
d (4x)(x + 1)   
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                                     =   4x
dx
d (x + 1) + (x + 1)

dx
d 4x 

                                     =   4x (1) + (x+1)4 
                                     =    4x + 4x + 4 
                                     =     8x +4                   ตอบ 
  ตัวอย่างที ่36     ถำ้   y    =  (x 2 - 1)(3x)    

                            
dx
dy

       = 
dx
d (x 2 - 1)(3x)   

                                     =          1331 22  x
dx
d

xx
dx
d

x    

                                     =     (x 2 - 1)(3) +  (3x)(2x) 
                                      =       3x 2 - 3+ 6x 2               =        9x 2 - 3      ตอบ 

ตัวอย่างที ่37     ถำ้   y    =  
x

)x( 13 
 

                           
dx
dy

       = 
dx
d

x
)x( 13 

  

                                        =  2

1
x

   






 x

dx

d
xx

dx

d
x 1313    

                                       =  2

1
x

  [x(3) - (3x-1)(1)]    

                                        =   2

1
x

 [3x-3x+1]          =   2

1
x

             ตอบ 

ตัวอย่างที ่38    ถำ้   y    =  
2
53

2




x
x

 

                           
dx
dy

       =   
dx
d

2
53

2




x
x

     

                                         =  
 222
1

x
       







 2253532 x

dx

d
xx

dx

d2x  

                                    =  
 222
1

x
 [  (x 2 + 2)(3)- (3x-5)(2x)] 

                                     =       
 222
1

x
   [ 3x 2 +6 - 6x 2 +10x)]      

                                     =    
 222
1

x
[ -3x 2 +16x)]        ตอบ 
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   ตัวอย่างที ่39        ถำ้   y   =  (2x) 4     

                                   
dx
dy

       =  
dx
d (2x) 4     

                                                =        
3

282
14

24 xx
dx

d
x 


    ตอบ 

ตัวอย่างที ่40   ถำ้   y   =  (x-8) 2  

                      
dx
dy

       =      
dx
d (x-8) 2   =      8

12
82 


 xx

dx
d

 

=    8
3

82 


 xx
dx
d

 

=   












dx

d

dx

dx
x

83
82

dx
d

 

=  
3

82


 x    ตอบ 

ตัวอย่างที ่41  ถำ้ y = 3 4
2

1-xx    จงหำ  dx
dy

 

วธีิท า                 y = 3 14
2

-xx   

 y =  3
1

14
2

 xx  

 
dx

dy
 =  3

1
14

2
 xx

dx

d
 

=    14
21

3
1

14
2

3

1



 xx

dx

d
xx  

=   












dx

d

dx

xd

dx

dx
xx

14
2

3
2

14
2

3

1
 

= 
 













042

3
2

14
2

3

1

dx

dx

dx

dx
x

xx
 

= 
 

 3
2

14
2

3

42





xx

x
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dx

dy
     = 

 

 
23 14

2
3

22





xx

x
 ตอบ 

กฎลูกโซ่ (chain  Rule)   

ตัวอย่างที ่42  ถา้ 2 4y u   และ 2 2 2u x x   จงหา dy

dx
 

            วธีิท ำ  จาก  2 4y u   

 จะได ้ 2( 4)
dy d

u
du du

   

        2( ) 4
d d

u
du du

   

2
dy

u
du

   

จาก           2 2u x x   

 จะได ้        2( 2 )
du d

x x
dx dx

   

            2( ) 2
d dx

x
dx dx

   

 2 2
du

x
dx

    

 โดย  chain  Rule  จะได ้ dy dy du

dx du dx
   

                                           (2 )(2 2)u x   22( 2 )(2 2)x x x    

                                   4 ( 2)( 1)
dy

x x x
dx

      ตอบ 

     ตัวอย่างที ่43  ถำ้   y   =   u 2 – 3u   และ   u   =   3x 2 + 2   จงหำ   dx
dy

 

  จำกสูตร   dx
dy

 =  du
dy

dx
du
  

=   uu
du

d
3

2
      22

3 x
dx

d
 

=  

















dx

d

dx

xd

du

ud

du

du 2
2

33
2

 

= 















 0

2

332
dx

dx

du

du

du

du
u  

=   

















dx

dx
xu 2332  
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   dx
dy

 =   xu 632    แต่   u  =  3x 2 + 2 

=    xx 632
2

32   

=   xx 634
2

6   

dx

dy
  =  12

66 xx  ตอบ 

ตัวอย่างที่44 ให ้ y =  3u 2 + 2u + 5   , u = 4v - 1 , v = 3x 2     จงหำ dx
dy

 

  dx
dy

  =   523 2  uu
dx
d

   14 v
dv
d

   23x
dx
d

 

=   






 
du
d

u
du
d

u
du
d 5

23 2







 
dv
d

dv
vd 14










dx
dx 23

 

=  x
dv
dv

du
du

u 604223 






 














  

= (6u – 2)(4)(6x)  แต่  u = 4v - 1 
= (6(4v – 1) – 2)(24x) 
= (24v – 6 – 2)(24x) แต่  v = 3x 2  
= (24(3x 2 ) – 8)(24x) 
= (72x 2  - 8)(24x) 
= 8(9x 2 - 1)(24x) 

dx

dy
     =   (9x 2 - 1)(192x)  ตอบ 

การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยปริยาย 

ตัวอย่างที่45 ก ำหนดให้   x 2 +2y 3   = x  จงหำ  
dx
dy   และ  

dy
dx  

หำอนุพนัธ์เทียบกบั x ทั้งสองขำ้ง จะได ้

 )yx(
dx
d 32

2   = 
dx
dx

 

 
dx

yd
dx

dx 32 2
   = 1 








 


dx
dy

y
dx
dx

x 13322    = 1 
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dx
dy

yx 262   = 1 

     dx
dy

    = 26
21

y
x

 

ในท ำนองเดียวกนั  จำกโจทย ์  x2 + 2y3   =   x 
หำอนุพนัธ์เทียบกบั y ทั้งสองขำ้ง  จะได ้

  )yx(
dy
d 32

2  = 
dy
dx

 

   
dy

yd
dy

dx 32 2
  = 

dy
dx

 

 






 


dy
dy

y
dy
dx 13322   = 

dy
dx

 

       2
62 y

dy
dx

        = 
dy
dx

 

       
dy
dx

dy
dx

2        = 26y  

    
dy
dx

       = 26y   ตอบ 

การหาอนุพันธ์อันดับสูง 

ตัวอย่างที่46      ก ำหนดให้  y =  2x 5 + 4x 4 - 2x 3   จงหำ  
dx
dy

 , 2

2

dx
yd

 , 3

3

dx
yd

 , 4

4

dx
yd

 และ 5

5

dx
yd

 

  จำก         y = 2x 5 +4x 4 -2x 3  

   dx
dy

 = 345 242 x
dx
d

x
dx
d

x
dx
d

  

=    234 61610 xxx   

2

2

dx
yd

 =  234 61610 xxx
dx
d

  

=   234 61610 x
dx
d

x
dx
d

x
dx
d

   

=   xxx 124840 23   

   3

3

dx
yd

 =    xxx
dx
d

124840 23     

=   x
dx
d

x
dx
d

x
dx
d

124840 23    



 16 

=   1296120 2  xx   

   4

4

dx
yd

 =    1296120 2  xx
dx
d

   

=   
dx

d
x

dx
d

x
dx
d 12

96120 2    

=   96240 x   

  และ 5

5

dx
yd

 =    96240 x
dx
d

   

=   
dx

d
x

dx
d 96
240    

=    240  ตอบ 
การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันอดิศัย 

ตัวอย่างที่ 47  ก ำหนดให้ y =   cos  5x  จงหำ  
dx
dy  

                        วธีิท า                                  y = cos 5x 

dx
dy  = 

dx
d  cos 5x 

= - sin 5x
dx

xd5  

= - sin 5x (5
dx
dx

) 

dx
dy  = -5 sin 5x  ตอบ 

ตัวอย่างที่ 48 ก ำหนดให้   y       =    tan (2x+5)  จงหำ  
dx
dy  

วธีิท า  y       =    tan (2x+5) 

dx
dy     =    

dx
d  tan (2x+5) 

  =    sec2(2x+5) 
dx
d (2x+5) 

=    sec2(2x+5)  (  52 x
dx
d

) 

=    2sec2(2x+5)   ตอบ 
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ตัวอย่างที่ 49 ก ำหนดให้ y    =   sin 8x – cos 5x + tan 4x จงหำ 
dx
dy  

วธีิท า จำก  y    =   sin 8x – cos 5x+ tan 4x 

dx
dy    =   

dx
d

 (sin 8x – cos 5x+ tan 4x) 

=   
dx
d

sin 8x – 
dx
d

cos 5x+
dx
d

tan 4x  

=   cos 8x
dx

d8x
 + sin 5x

dx
d5x

+ sec24x
dx

d4x
 

=   8cos 8x + 5sin 5x + 4sec24x  ตอบ 

ตัวอย่างที่ 50 ก ำหนดให้ y    =   5)sin(x2    จงหำ  
dx
dy  

 วธีิท า จำก  y     =   5)sin(x2     

=      2
1

5)sin(x 2   

    
dx
dy      =    

2
1  )sin(x 2 5

1
2

1


dx
dy  sin(x2+5) 

=    
2

1

5

1

))2(sin(x2 

. 





  )(x
dx
d

5)sin(x 22 5  

=    
2
1 )xsin( 52   (x+2) 

       
dx
dy     =    )xsin(

x
5

2
2 2 






 
  ตอบ 

ตัวอย่างที่ 51    ก ำหนดให้ y  =  tan2 102x   จงหำ  
dx
dy  

วธีิท า  จำก     y  =  tan2 102x   

    จะไดว้ำ่   
dx
dy   =  

dx
d  tan2 (2x – 10) 2

1

 

=  2 tan2-1 (2x – 10) 2
1

dx
d  tan (2x – 10) 2

1

 

 =  2 tan (2x – 10) 2
1

.sec2 (2x – 10) 2
1

.  
1
2

1
102

2
1

x  

dx
d   (2x – 10) 

 =  2 tan (2x – 10) 2
1

.sec2 (2x – 10) 2
1

.  
1
2

1
102

2
1

x  (2) 
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 =  2 tan (2x – 10) 2
1

.sec2 (2x – 10) 2
1

. 
  2

1
102

1

x
 

    
dx
dy    =  1021022102 2  xsec.xtan.x    ตอบ 

ตัวอย่างที่ 52  ก ำหนดให้     sin y + cos x  =  7    จงหำ  
dx
dy  

วธีิท า   จำก   sin y + cos x    =   7      หำอนุพนัธ์เทียบกบั  x  ทั้งสองขำ้ง 

dx
d

(sin y + cos x)   =   dx
d7

 

dx
d

sin y + dx
d

cos x   =   0 

cos y dx
dy

–  sin x dx
dx

    =   0 

cos y dx
dy

– sin x    =   0 

cos y dx
dy

    =   sin x 

    dx
dy

 =  ycos
xsin

  ตอบ 

ตัวอย่างที่ 53  ก ำหนดให้   y   =  arctan 






x
3

   จงหำ  dx
dy

 

วธีิท า จำก    y  = arctan x
3

 

 dx
dy

 = dx
d

 arctan x
3

 

= 
231

1

)x(
. dx

d







x
3

 

=   
2
9

1

1

x


. 






xdx
d 1
3  

=    

2

2 9
3

x
x 






 

dx
dx

x 2
1

 

=   
9

3
2

2

x
x







 2
1

x
 

    dx
dy

   = 
9
3

2




x
 ตอบ 
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ตัวอย่างที่ 54  ก ำหนดให้  y    =   arcsec (2x + 1)  จงหำ dx
dy

 

วธีิท า จำก         y     =   arcsec (2x + 1) 

  dx
dy

    =    dx
d

 arcsec (2x + 1) 

=   
11212

1
2
 )x()x( dx

d
(2x + 1) 

=   
114412

1
2

 xx)x(







 dx
d

xdx
d 1
2  

=   
)xx()x( 

2412
1








02 dx
dx

 

=   
xx)x( 

2212
2

 

 dx
dy

 =   
xx)x( 

212
1

 ตอบ 

ตัวอย่างที่ 55 ก ำหนดให้   y   =   arcsec (x + 7) + arccosec (x + 7)   จงหำ  dx
dy

 

                 วธีิท า        จำก           y   =   arcsec (x + 7) + arccosec (x + 7) 

    dx
dy

  =  dx
d

 arcsec (x + 7) + dx
d

 arccosec (x + 7) 

=  
177

1
2
 )x()x( dx

d
(x + 7) +

177
1

2




)x()x( dx
d

(x + 7) 

=  
177

1
2
 )x()x(

 – 
177

1
2
 )x()x(

 

    dx
dy

 =  0   ตอบ 

ตัวอย่างที่ 56 ก ำหนดให้  y  =  2

2 4
x

x 
 + 2
1

arcsec 2
x

  จงหำ  dx
dy

 

วธีิท า  จำก   y =  2

2 4
x

x 
 + 2
1

arcsec 2
x

 

 dx
dy

 = dx
d
 2

2 4
x

x 
+ 2
1

arcsec 2
x
 

= dx
d








 

2

2 4
x

x
 + dx

d







22
1 x

arcsec  

= 22
1

)x(
x 2 dx

d
(x 2 – 4) 2

1

 – (x 2 – 4) 2
1

dx
dx 2

 + 2
1

dx
d

 arcsec 2
x
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=   4
1

x
x2 

2
1

2 42

1

)x( 
dx
d

(x2 – 4) – (x2 – 4) 2
1

(2x dx
dx

) +  

2
1

  
122

1
2
)

x
(

x 





2
x

dx
d

 

=   4
1

x


42 2

2

x
x









 dx

d
dx

dx 42

– 2x 42
x  +  

14

1
2


x

x







dx
dx
2
1

 

=   4
1

x


42
2
2

2

x
)x(x

 – 2x 42
x  + 

4
4

1
2
x

x
. 2
1

 

=   4
2
x

x


42 2

2

x
x

– 42
x  + 

4
1
2
xx

 

=   4
2
x

x


42
42

2

222





x
)x(x
 + 

4
1
2
xx

 

=   3
1

x


4
42

2

22





x
)x(x
 + 

4
1
2
xx

 

=   3
1

x













4
28
2

22

x
xx

 + 
4

1
2
xx

 

=   
4

8
23

2





xx
x

 + 
4

1
2
xx

 

=   
4

8
23

22





xx
xx

 

  dx
dy

 =   
4

8
23
xx

  ตอบ 

ตัวอย่างที่ 57      ก าหนดให้  4tan5y x   จงหา  y  

วธีิท ำ  จาก 4tan5y x  
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 

 2

2

2

4 tan5

4sec 5 5

4sec 5 .5

20 5 (1)

dy d
x

dx dx

d
x x

dx

dx
x

dx

sec x









  

 
2

20sec 5
dy

y x
dx

          ตอบ 

ตัวอย่างที่ 58      ก าหนดให้  1
csc4

4
y x จงหา y  

วธีิท ำ  จาก  1
4

4
y csc x  

 จะได ้  csc4
dy d

x
dx dx

  

                       
1

csc4
4

d
x

dx
      

         
1

csc4 cot 4 4
4

d
x x x

dx
     

   
1

csc4 cot 4 4
4

dx
x x

dx


     

csc4 cot 4
dy

x x
dx

          ตอบ 

ตัวอย่างที่ 59      ก าหนดให้  2sin cos 4 3y x x x x x       จงหา  dy

dx
 

วธีิท ำ  จาก  2sin cos 4 3y x x x x x      

 จะได ้          2sin cos 4 3
dy d d d d d

x x x x x
dx dx dx dx dx dx

       

    cos cos cos 2 4 0
dx d dx dx

x x x x x
dx dx dx dx

 
      

 
  

        cos sin cos 1 2 4 1
dx

x x x x x
dx

 
      

 
 

   cos sin cos 2 4x x x x x      

sin 2 4
dy

x x x
dx

          ตอบ 

ตัวอย่างที่ 60      ก าหนดให้  2sin (3 2)y x  จงหา dy

dx
 

วธีิท ำ  จาก  2sin (3 2)y x   

 จะได ้  
2

sin(3 2)
dy d

x
dx dx

   

    2sin(3 2) sin(3 2)
d

x x
dx

      
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   2sin(3 2)cos(3 2) (3 2)
d

x x x
dx

      

        2sin 3 2 cos 3 2 3 2
dx d

x x
dx dx

 
    

 
 

   3(2)sin(3 2)cos(3 2)x x    

   3sin2(3 2) 2sin cos sin2x A A A    

       3sin 6 4
dy

x
dx

       ตอบ 

ตัวอย่างที่ 61      ก าหนดให้  2 sin 2 cos 2siny x x x x x   จงหา y  

วธีิท ำ  จาก  2 sin 2 cos 2siny x x x x x    

 จะได ้      2 sin 2 cos 2 sin
d d d

y x x x x x
dx dx dx

       

     2 2sin sin 2 cos cos 2cos
d d d dx

x x x x x x x x
dx dx dx dx

 
     

 
 

  2 cos 2 sin 2 sin 2cos 2cosx x x x x x x x      
2 cosy x x          ตอบ 

ตัวอย่างที่ 62      ก าหนดให้  ( ) sin(cos )h x x   จงหา  ( )h x  

วธีิท ำ  จาก  ( ) sin(cos )h x x   

 จะได ้  ( ) sin(cos )
d

h x x
dx

   

cos(cos ) (cos )
d

x x
dx

     

cos(cos ) sin
dx

x x
dx

 
  

 
    

 ( ) sin cos(cos )h x x x         ตอบ 

ตัวอย่างที่ 63      ก าหนดให้  tany x x   จงหา y  

วธีิท ำ  จาก  tany x x  

 จะได ้  tan
d

y x x
dx

   

   tan tan
d dx

x x x
dx dx

      

 2sec tan 1
dx

x x
dx

       

 2 tany xsec x x          ตอบ 

ตัวอย่างที่ 64      ก าหนดให้  cos x
y

x
 จงหา  y  

วธีิท ำ  จาก  cos x
y

x
  
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 จะได ้ cosd x
y

dx x

 
   

 
 

  
 

2

cos cos
d dx

x x x
dx dx

x



     

  
   

2

sin cos 1
dx

x x x
dx

x

 

     

 
2

sin cosx x x
y

x

 
         ตอบ 

ตัวอย่างที่ 65      ก าหนดให้  arc sin3y x   จงหา  
dy

dx
 

วธีิท ำ  จาก  arc sin3y x  

       

 

2

2

2

arc sin 3

1
(3 )

1 (3 )

1
3

1 9

3

1 9

dy d
x

dx dx

d
x

dxx

dx

dxx

dy

dx x



 


 


 


 

 

ตัวอย่างที่ 66      ก าหนดให้  ( ) log4f x x   จงหา  ( )f x  

วธีิท ำ  จาก  ( ) log4f x x   จะได ้

 

 ( ) log 4

1
log (4 )

4

4
log

4

1
( ) log

d
f x x

dx

d
e x

x dx

e
x

f x e
x

 

 

 

  

 

ตัวอย่างที่ 67      ก าหนดให้  ( ) logf x x x    จงหา  ( )f x  

วธีิท ำ  จาก  ( ) logf x x x    จะได ้

( ) ( log )

(log ) log

d
f x x x

dx

d dx
x x x

dx dx

  

 

 

ตอบ 

ตอบ 
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1

. log log (1)
dx

x e x
x dx

 
   

 
 

( ) log logf x e x    

ตัวอย่างที่ 68     ก าหนดให้  
3xy e จงหา  y  

วธีิท ำ  จาก  
3xy e   จะได ้

 
3

( )xdy d
e

dx dx
  

       
3 3( )x d

e x
dx

       

 
323 xy x e      

ตัวอย่างที่ 69     ก าหนดให้  
2

3 xy    จงหาค่า  y  

วธีิท ำ  จาก  
2

3 xy    จะได ้

 

2

2

2

2

(3 )

3 ln3 ( )

2 (ln3)3

x

x

x

dy d
y

dx dx

d
x

dx

y x







  

 

  

 

 

ตัวอย่างที่ 70    ก าหนดให้  5ln3y x   จงหา  y  

วธีิท ำ  จาก  5ln3y x   จะได ้

 5(ln3 )
d

y x
dx

   

               5

5

1
(3 )

3

d
x

x dx
   

      5

5

1
3 ( )

3

d
x

x dx
  

      
4

5

5x

x
  

  
5

y
x

   

ตัวอย่างที่ 71    ก าหนดให้  ln(ln tan )y x   จงหา  y  

วธีิท ำ  จาก  ln(ln tan )y x   จะได ้

  ln(ln tan )
d

y x
dx

   

    
1

(ln tan )
ln(tan )

d
x

x dx
   

ตอบ 

ตอบ 

ตอบ 

ตอบ 
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1 1

(tan )
ln(tan ) tan

d
x

x x dx
   

    21
sec

tan ln(tan )

dx
x

x x dx
 


 

    

2

cos 1

sin ln(tan ) cos

1

sin cos ln(tan )

1 1
sin cos sin 2

1 2
sin 2 ln(tan )

2

2

sin 2 ln(tan )

x

x x x

x x x

A A A

x x

y
x x

 




 

 

 

ตัวอย่างที่ 72   ก าหนดให้ lny x x x   จงหา y  

วธีิท ำ จาก lny x x x   

 จะได ้  

   ln
d dx

y x x
dx dx

       

        ln ln 1
d dx

x x x
dx dx

      

                                 
1

ln 1
dx

x x
x dx

    

            1 ln 1 lny x x          ตอบ 

 

ตัวอย่างที่ 73   ก าหนดให้  3( ) (log )f x x   จงหา  ( )f x  

วธีิท ำ  จาก  3( ) (log )f x x   จะได ้

 

3

2

( ) (log )

3(log ) (log )

d
f x x

dx

d
x x

dx

 



    

            2 1
3(log ) . .log

dx
x e

x dx
  

          23
( ) (log )(log )f x e x

x
   

ตัวอย่างที่ 74   ก าหนดให้   cosxy e x  จงหา   
dy

dx
   

วธีิท ำ  จาก  cosxy e x   จะได ้

ตอบ 

ตอบ 
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 cos (cos ) cos ( )x x xdy d d d
e x e x x e

dx dx dx dx

        

      ( sin ) cos ( )x xdx d
e x xe x

dx dx

      

     
sin cos

(sin cos )

x x

x

e x xe

y e x x

 



  

   
 

 

ตัวอย่างที่ 75   ก าหนดให้  arcsin xy e จงหา y  

วธีิท ำ  จาก  arcsin xy e   จะได ้

 2

2

arcsin

1
( )

1 ( )

1

x

x

x

x

x

dy d
e

dx dx

d
e

dxe

dy e

dx e

   




 


 

ตัวอย่างที่ 76   ก าหนดให้  sin3xy e   จงหาค่า  y  

วธีิท ำ  จาก  sin3xy e   จะได ้

 

sin3

sin3

sin3

sin3

(sin 3 )

cos3 (3 )

3cos3

x

x

x

x

d
y e

dx

d
e x

dx

d
e x x

dx

y xe

    





 

 

ตัวอย่างที่ 77  ก าหนดให้    log logf x x  จงหา  f x  

วธีิท ำ จาก    log logf x x  

จะได ้  

       

   

 

 
 

2

log log

1
.log log

log

1 1
.log . log

log

log

log

d
f x x

dx

d
e x

x dx

dx
e e

x x dx

e
f x

x x

 





 

 

 

ตอบ 

ตอบ 

ตอบ 

ตอบ 
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การประยุกต์อนุพนัธ์ของฟังกชัน 
 
ตัวอย่างที่ 78      จงหำควำมชนัของเส้นโคง้  y = 4 – x2 ท่ีจุด (-1, 3)  

         วธีิท า  ควำมชนัของเส้นโคง้ท่ีจุดใดๆ คือ อนุพนัธ์ของเส้นโคง้ท่ีจุดนั้น 
  จำก y = 4 – x2 

dx
dy

 = dx
d

 (4 – x2) 

= 
dx

dx
dx
d 24
  

  dx
dy

 = -2x 

 ดงันั้น ควำมชนัของเส้นโคง้ท่ีจุด   (-1, 3) คือ –2(-1)  =  3 ตอบ 
ตัวอย่างที่ 79 จงหำควำมชนัของเส้นโคง้  x2 - 4y2 = 5 ท่ีจุด (4, 1)  

วธีิท า  ควำมชนัของเส้นโคง้ท่ีจุดใดๆ  คือ  อนุพนัธ์ของเส้นโคง้ท่ีจุดนั้น 
จำก         x2 + 4y2 = 5 หำอนุพนัธ์เทียบกบั x ทั้งสองขำ้ง 

dy
yd

dx
dx 22 4

   = 
dx
d5

  

  







dx
dy

yx 242   = 0 

dx
dy

y8   = -2x 

dx
dy

  = 
y

x
8
2

 

 
dx
dy

 = 
y
x
4


 

  ควำมชนัของเส้นโคง้ท่ีจุดใดๆ คือ  
y
x
4


 

 ดงันั้น ควำมชนัของเส้นโคง้ท่ีจุด (4, 1)   =
 

 
1

14
4




  ตอบ 

ตัวอย่างที่ 80 จงเขียนกรำฟพร้อมทั้งหำค่ำสูงสุดสัมพทัธ์หรือค่ำต ่ำสุดสัมพทัธ์ 
  วธีิท า    จำก       y   =   x3 – 3x2 + 4 

    dx
dy   =   43 23

 xxdx
d    =   xx 63 2

  

=   3x(x – 2) 
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   จุดวกิฤต  คือ  จุดท่ีท ำให้         dx
dy    =   0 

   จุดวกิฤต  คือ  3x (x – 2)     =   0 
              x     =   0, 2 

 พิจำรณำท่ีจุด   x = 0  โดยเลือกช่วง [–1, 1] 
 ในช่วง [–1, 1] มี x = 0 เป็นจุดวกิฤต เพียงจุดเดียว 

จะเห็นวำ่เม่ือ x  =  1;  dx
dy   =     1613 2

 > 0  เป็นบวก 

 และ     x  =  1;  dx
dy   =     1613 2

 < 0  เป็นลบ 

 ค่ำควำมชนัเปล่ียนจำกบวกเป็นลบในช่วง [–1, 1] ท่ีจุด  x = 0 
 จะใหค้่ำสูงสุดสัมพทัธ์     f(0)  =  03– 3(0)2 + 4  = 4 
 จุดสูงสุดสัมพนัธ์  คือ  (0, 4)    ตอบ 

 พิจำรณำท่ีจุด x = 2 โดยเลือกช่วง [1, 3] 

 เม่ือ  x  =  1 ; dx
dy  =     1613 2

 < 0  เป็นลบ 

 เม่ือ x   =   3 ; dx
dy   =     3633 2

 > 0  เป็นบวก 

    ค่ำควำมชนัเปล่ียนจำกลบเป็นบวกในช่วง [1, 3] ท่ีจุด x = 2  
จะใหค้่ำต ่ำสุดสัมพทัธ์    f(2) =  23 – 3(2)2 + 4  = 0   
จุดต ่ำสุดสัมพทัธ์ คือ (2, 0)    ตอบ 

 จำก   y  =  43 23
 xx  

ให ้    y = 0     จะไดว้ำ่  43 23
 xx    =   0 

  )x)(x)(x( 122   = 0 
              x    =   –1, 2, 2 
จุดตดัแกน x คือ จุด (–1, 0), (2, 0) 
ให ้x  =  0 จะได ้ y  =  03– 3(0)2+ 4  =  0 

 จุดตดัแกน  y  คือ  (0, 4) 
 
 

หำค่ำ  y  เม่ือ   x = 1 
     y  =  13 – 3(1)2 + 4 = 2 
หำค่ำ  y  เม่ือ   x = 3 
     y  =  33 – 3(3)2 + 4 = 4   ตอบ 
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